Teorema 13.1. Seja X ~ Bernoulli(p). Entao,

E(X)=p

Var(X) = p(1 - p).

Demonstrag¢ao. Como X possui distribuicao de Bernoulli com parametro p, sua funcao
de probabilidade é dada por

1-—- =0
P, r =1

Ou seja, a variavel aleatoria X assume apenas dois valores:
¥ = {1, com probabilidade p,

0, com probabilidade 1 — p.

Calculo da Esperanca:
Pela definicao de esperanca para uma variavel aleatoria discreta,

E(X)=) aP(X =ux).

Como X pode assumir apenas os valores 0 e 1, temos
EX)=0-P(X=0)+1-P(X =1).
Substituindo as probabilidades,
E(X)=0(1—-p)+1p)

Portanto,

E(X)=p.

Cdlculo da Variancia:
Para calcular a variancia, utilizamos a férmula

Var(X) = BE(X?) — [B(X)]%

Primeiramente, calculamos F(X?). Pela definicao de esperanca,
E(X?) =) 2’P(X =ux).

Como X assume apenas os valores 0 e 1,

E(X*) =0°P(X =0)+ 1°P(X = 1).



Substituindo as probabilidades,

E(X?) =0*(1—p)+1%(p).

Logo,
E(X?*)=p
Além disso, como ja mostramos que
E(X) =p,
segue que
[E(X))? =p?
Assim,

Var(X) = E(X?) - [E(X)]* = p —p".

Colocando p em evidéncia,

Var(X) = p(1 —p).




Teorema 13.2. Seja X ~ Binomial(n,p). Entao,

E(X)=mnp

Var(X) =np(l —p).

Demonstracao. Lembre que uma variavel aleatéria com distribuigao binomial pode ser
interpretada como o niimero de sucessos obtidos em n ensaios de Bernoulli independentes,
cada um com probabilidade de sucesso igual a p. Assim, podemos escrever

X=X1+Xo+ -+ X,

em que
X 1, se ocorre sucesso no i-ésimo ensaio,
o 0, caso contrario.
Logo,
X; ~ Bernoulli(p), i=1,2,...,n.
Além disso, as variaveis aleatorias X1, Xo, ..., X, sdo independentes.

Calculo da Esperanca:
Pela linearidade da esperanca,

E(X)=E(X 4+ Xo+ -+ X,).

Portanto,
E(X)=FE(X))+ E(Xs)+--+ E(X,).

Pelo Teorema 13.1, como cada X; possui distribui¢ao de Bernoulli(p),

Substituindo,
E(X)=p+p+---+p.

Como existem n parcelas iguais a p,
E(X) = np.

Portanto,

E(X) =np.

Calculo da Varidncia:
Como as variaveis Xy, Xo, ..., X, sao independentes, a varidncia da soma ¢ igual a
soma das variancias:
Var(X) =Var(X; + Xo+ -+ X,,).

Assim,
Var(X) =Var(Xy) + Var(Xs) + - + Var(X,).
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Pelo Teorema 13.1,

Logo,

Var(X) =p(1 —p)+p(l—p)+--

Como existem n parcelas,

Var(X;) =p(1—p).

Var(X)=np(1 —p)|

+p(1 —p).



