O Metodo da Maxima Verossimilhanca

Existe um método melhor para estimar um parametro?
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No Méetodo dos Momentos

Considere uma amostra aleatéria X1, ..., X, ~ f(x;0),com @ € ©. Aqui, os estimadores

sao obtidos por meio da correspondéncia entre momentos populacionais e momentos
amostrais:
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Se desejamos estimar um unico parametro, o estimador € obtido como solucao de
E(X)=X.

e Jano Método da Maxima Verossimilhanca, a pergunta muda: qual é o valor de € mais
provavel de ter gerado a amostra que observamos?




Distribuicao conjunta de uma amostra
Seja

X1,.., X, % f(2:0), 6€0.

Como ha independéncia, a distribuicao conjunta da amostra € o produto das funcdes de
probabilidade (ou densidades) individuais:

n
f(w17°°°7$n7 Hfajza
1

’L:

e Visdo da Probabilidade: O valor de @ é conhecido/fixo e avaliamos o
comportamento/probabilidade de diferentes valores aleatérios (1, . . ., ;).




Funcao de Verossimilhanca (L)

No método da maxima verossimilhanca a mesma funao passa a se chamar Func¢ao de
verossimilhanca:

n
L(6;x) = || f(zi;0), 6€<®.
i=1
e 0 que muda: Agora, os valores de x = (x1,...,x,) sdo constantes (pois a amostra ja foi

observada) e a variavel é o parametro 0.




Método da Maxima Verossimilhanca

O Método da Maxima Verossimilhanca consiste em escolher o valor de B€0 que maximiza a
verossimilhanca da amostra observada, ou seja, o valor de O que torna os dados observados

mais compativeis com o modelo.

e Matematicamente: Ovy = arg max L(6; x)
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195 Verossimilhanga 1 et Verossimilhanga 2 o Verossimilhanga 3

BMV BMV GMV

1.00 1.00 1.00

0.75 0.75

0.50 0.50

0.25 0.25 0.25

0.00

0.00




Encontrando o Maximo da Funcao de Verossimilhanca

Para encontrar o valor de 8 que maximiza a fungéo de verossimilhanca L(6), usamos as
ferramentas classicas do Calculo:

1. Encontrar os pontos criticos: calcular a 12 derivada e resolver L' (0) = 0.

2. Verificar se € um maximo: avaliar a 22 derivada no ponto critico L(é’) < 0.

e Como afuncao de verossimilhanca

L(6;x) = [[ f(zs;6)

é um produtorio de n termos, sua derivada é quase impossivel de resolver analiticamente.




Solucao: Funcao de Log-Verossimilhanca (¢)

[Math Processing Error]
A funcao de log-verossimilhanca tem duas vantagens principais: [Math Processing Error]

1. Como o logaritmo é uma funcao estritamente crescente, o valor de # que maximiza
L(60;x) é exatamente o mesmo que maximiza £(6; x).

2. E muito mais simples derivar uma soma do que um produto. O que facilita encontrarmos o
ponto de maximo.

A equacao que sera resolvida passa de L' (8) = 0 para ¢'(6) = 0.




Procedimento para Obtencao do EMV

1. Construgao da funcdo de verossmilhanca L(6; x)

2. Obtencéo da log-verossimilhanca £(6; x)

3. Calcular £'(6; x) (chamada de funcéo score)

4. Resolver ¢/ (0; x) = 0 para achar o(s) ponto(s) critico(s)

5. Confirmar se £/ (0;x) < 0 para garantir que § ¢ ponto de maximo




Exemplo 3.1

Seja X1,..., X, n Bernoulli(p),comp € (0,1) e f(z;p) = p*(1 — p)! % para

x € {0, 1}. Determine o estimador de maxima verossimilhanga (EMV) para p.

Suponha que observamos a amostra:
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Amostra observada Funcao de verossimilhanca
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Exemplo 3.2

Seja X1,..., X, n Exp(0), com f(x;0) = %e‘w/é’. Encontre o EMV de 6.

Suponha que observamos a amostra:

Amostra observada Funcao de verossimilhanaa
n = 40 observacoes L(B) = e—ne—zxi/e
1.891604e-29

: Media amostral : EMV: 8=1.92
0.3 |
1.396184e-29 .
3 02 :
© — l
ke, L. 9.007637e-30
wn 1 |
c
o |
O 0.1 |
4.053437e-30 :
L
|
0.0 _J |

I -9.007637e-31
0.0 25 5.0 75 0 5 10 15

Valores observados 6
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Exemplo 3.3

Considere uma variavel aleatéria discreta X € {1, 2} com a seguinte Fungéo de
Probabilidade:

P(X =z;0) =6°*(1—-6)"", parazc{l,2}el0<f<1
eSex=1— P(X=1)=20
eSer=2 — PX=2)=1-6

Dada uma amostra aleatéria X1, ..., X, 0 P(X = x;0), obtenha o EMV de 6.
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Exemplo 3.4
Considere uma amostra aleatéria X, . . ., X, Cauchy(0,1),onde 8 € R é o parametro
de localizacao (desconhecido). A funcao de densidade é dada por:

1
fz36) = Tt z_or °EX

e Log-Verossimilhanca: £(0;x) = —nlnm — > ", 111[1 + (2 — 9)2]

* Fungdo Score: U(6;x) = L4(0;x) = D1, 11((5’;__0;)2 =0

* N3o é possivelisolar @ na equacdo U(0; x) = 0. Asolucédo exige o uso de algoritmos
numeéricos de otimizacao (como Newton-Raphson ou BFGS).
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Exemplo 3.4

# 1. Amostra

dados <- c(4.726, 4.800, 6.257, 4.410, 2.905, -11.649, 3.912, 5.450, 3.140, 3.669,
12.488, 3.784, 4.792, 6.035, 13.402, 4.809, 4.931, 5.387, 17.705, -0.213,
4.689, 5.466, 4.965, 4.831, 5.265, -17.383, 7.783, 4.695, 10.947, 4.434)

# 2. Definicao da Log-Verossimilhanca Negativa
log_verossimilhanca_negativa <- function(theta, x) {

L <- - length(x) * log(pi) - sum(log(1l + (x - theta)n2))

return(-1) # A funcao optim() s6 encontra ponto de minimo, minimizar uma funcéo
} # negativa € o0 mesmo gque encontrar seu maximo

# 3. Otimizacao Numérica (Iniciando a busca em theta = 0)
resultado <- optim(par = 0, fn = log_verossimilhanca_negativa, x = dados, method = "BFGS")

theta_emv <- resultado$par

cat("EMV Numerico obtido pelo R:", round(theta_emv, 4), "\n")
EMV Numerico obtido pelo R: 4.8183
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Exemplo 3.4

library(ggplot2)

# Grade de valores de theta
grid_theta <- seq(2, 8, length.out = 300)

# Valores da log-verossimilhanca
log_lik_val <- sapply(grid_theta, function(t) -log_verossimilhanca_negativa(t, dados))

# Dados para o grafico
dados_grafico <- data.frame(theta = grid_theta, log_verossimilhanca = log_1lik_val)

# Grafico
ggplot(dados_grafico, aes(x = theta, y = log_verossimilhanca)) +
geom_Lline( linewidth = 1.2) +

geom_vline(xintercept = theta_emv, linetype = "dashed", linewidth = 0.9) +

geom_point(aes(x = theta_emv, y = -resultado$value), size = 3.5) +

labs(x = expression(theta), y = expression(ell(theta * ";" * bold(x))),
title = "Log-verossimilhanca da distribuicao Cauchy",

subtitle = pasteO("Estimativa de maxima verossimilhanca: ", round(theta_emv, 3))) +
theme_minimal(base_size = 13) +
theme(plot.title = element_text(face = "bold"), plot.subtitle = element_text(size = 11),
panel.grid.minor = element_blank())
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Exemplo 3.4

Log-verossimilhanca da distribuicao Cauchy
Estimativa de maxima verossimilhanca: 4.818
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MM vs. EMV

Dimensao

Método dos Momentos
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Maxima Verossimilhancga

Principio Teodrico

Amostra reflete a populacao

Dados observados foram

(E[X*] = M]) gerados pelo 8 mais plausivel
Ponto de Partida Momentos tedricos e Modelo probabilistico /
amostrais Distribuicao conjunta

Ferramenta
Matematica

Sistemas de equacoes
algébricas

Otimizacao (Calculo/
Derivadas / Fronteiras)

Resolucao Numeérica

Rara (geralmente analitico)

-requente em modelos
complexos (ex: Gama)

Casos de Fronteira

Nao lida bem

ldentifica maximos em bordas
de suportes
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